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3 3�.��!#�����##���#��"��������������	��	�� ���� � �$�"�
��" �� ���%!#����� '����#� ���� �	� � � �� � � � $�"� ����"� ���!#�"+� #����"#�� %!�� "� �"��� � ���� '"�� �##� �$�
����'�"������ $���"������ ���#� ���� +��� �)�#�� �$$����� �� #��!����#�� �������� ����'�"�����#� ��+�  ���"���� $"���
"������#�� �$$���� ���� ��6�� ���� ����"� ����  ���#�� 0��� �� ����#� ��� ���"��#��� �����"� "�#5� ���� ���������� �$�
�!�� ����� ���� ��"��� �����"������� '���������� 9��� �� ��� $����"#� ����� ��!#�� ����'�"�����#� '���!����� �"��
���!#�"���� ���##���#� , ���"�����%+�0�#��� ������"��� ��� '����#�� ������!" +�� �������$����"��#��#����� '�0� "�
#������#�����.���������"�������%!#������� ���#� �
6���������������'�!��#������������������ �#�#�"�#!� ��� �$"������%!#�����'"���##�#��"����"�$!���$$����� ��
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����#'��"��������#��������#����"�����##����������'! �����"+�%�����������������#�����##���#�� F���"���+������
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��� $�!��� ������� ���� �������"�'��"����� $�"���� ���� �� �!"�� �$� �+�"��+������ $�"��#� ,&�#��#��+.�� 0�� ����
6"�������#�����"�����="�0���������B!���!��$�"��#��� ���"����#������"�1����"+��$���'�"������ �
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����'�������+������ �$�"��#����������������
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/��"��� � ��� � �#� ���� �������"�'��"����� $�"���� � �"� � �#� ����
�+�"��+������ �"� � $�"���� � ���"��� � ���� ���"���� $�"��� �����
� %"�0���� � �#� ���� $�"��� �!�� ��� ���� %"�0����� ������� �$� ����
'�"�����#��
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#��0#�����#'������&�"��������$�'��#�� �7!���#��!�����#��"��$�!������+����������#���$�����" ����� ������"���$����#��
�����"����� �����"��#���0����$�"�������%��!#���$�"� '�"������#�'�"������%+���$$�"����'"�'�"���#���#�*�# �@2�4A��
9�����""��������"����������$� �������"�'��"�����$�"�� ��#������%+��!��"�����#��!������$�����8�'������B!�� ����
$�"� ���� �����"��� '��������� ��� �� "����#����  �����"+� ���� %�!���"+� ���������#� �''"�'"������ �!�� ��� ����
'�"�������+��$����������"����#+#����,;� !"���.���0� �"��0�������#�����0������$����������"���#���������� #������
%��0���� �0�� �����"���#�� �� ���� #�'�"������ ����%�"� �� � ��� ,"�� �� ���#���"��.� �� �������"�'��"����� $�"���
����!�����������%��'�"$�"���������#�� ���E!�������� E��6���)��'����$� �����"+����#���"�����������!��"�����
#��!������$�����'"�%���������#'���$���%�!���"+����� �����#��"��'"�#���������;� !"��2 �@4�
	A���

���� ��#�� %�� !#��� $�"� ����"� �+'�#� �$�
%�!���"+� ���������#�� ��"�� ���&������� ���
��"�#� �$� �!�%�"#� %!�� ��##� "����#���� ���� ����+������ �''"����� ��� '"�%����&�"����# �@2�4A���������"�'��"�����
$�"��#���'�����������#'���������"������#�������"��� �#�"�� �&�"����������"����������"������ �#�0��"��$� ����
 "������#��"����)����� �
			���	 '��	������
	 �
��
���	��	
��	�(
������
	���	�

���� 
��� 	��	
��	����� 	
�������"�'��"�#�#�'"�#�������!�%�"��$��''��������#� $�"���������'!���������������+#�#��$����"���������� ��
'�"�����#� �9���$!�����������������%+�����'!����������#�#�#���� ��'�!"�� ��$�'�"�����#�����"��#��$���)��!��
�����#��+� �$� ���� ������ �����"���$������7!��� ������# � ��&��%���� !#���#!���##$!��+� ��� ��'�!"�� ���"�� '�"�� ���#�
������&�� �����#� @��
A����"����'�"��������"�#��$��''����������$�������#��$� �������"�'��"�����#�'�"����������
���#� #+#����� ���� ���'�����#� �$� �� �!��� #!#'��#���� �" �� #�'�"����� ��� ���� �����!��� "�#'����&��+� ����
��)��!��*���#��$����������"���$����� �7�'�"�������������0�#�#!���##$!��+�!#������#�'�"��� ����"��'�"�����#��
����"���'�"�����#��%����"���������������#��"������� #��"������"�����#���&������#�������������9���$�"#�� ��#��&���� ��
��� ���#� ���;� !"������ ���#�#�#� ��� ���� ����##��+� �$� ��&�� � �� "�����&�� ��$$�"����� �$� �	H� %��0���� '�"���� ��
�)��������� $"�B!�����#��9��#� '"�%���� 0�#� #��&��� ��� '�"�� %+� !#�� � ���� ������B!�� �$�E�"�&���� �0�&�� ���E �
,�0���.�� !#��� ��� ��'�!"�� ���� #�'�"������ �$� &�"!#�#� �"� �����"� ����#�� ������#� �$� �+'�� E$����� $��0�
$"�����������E�,����;;;.�0�"��!#������'�#���������� '�"�����#������$�!���$��0�!#�� ��������"�'��"�#�#�� �����#��
����;;;��#���'�"�����%���!#���������0#���������'!�� �����#!%���"���#�*���'�"�����#��0�����="�0��������� ���
��#������'�����������'�#������� ����;;;� �#�!#������#+#���#������������������)����"�#'��"�#� �#�������������#�
�"�"���%���������# �@

A��6�����"����������+���#��%��!#������$��!#���#�"����� $�'�"�����#��"�����#������$�!������
��&����������������"�'��"�#�#���$���������6����'�"� ����$����"��������"����� �����'�##�%����''��������# ��$�

;� !"� �2�������������
%�!���"+����������#�
$�"�����!����� ������"���
'��������# �



�������"�'��"�#�#� �#� ����  �����"+� �$� ���� ��&���#� !# �� � @
��A�����
'"��������!#�� ����!�%�"��$�#�����"�������#����!#�" ��������;� !"��
��� 9��� ������� �$� ��&���� ���� ��#� �����#���#� �"�� ���� "������
'"���"��+�%+�������#�"�%!������$������"���$������"� '�"������'"�'�"���#�
���%������+*���������"�#��$�'"���������''��������#� ����������!#���$�
���� �#�������$����"��%���� + �@
�A���������"�'��"�#�#�0�#�!#���$�"�
������� � �����#� �$� ��6�� '"�����#� ���� &�"!#�#� � 6� ��6� ������ %+�


��� m��0�#�����%���*���!#�� ���#����$������"���#�%+�
�� m��������
#�����"��)'�"�������������#�%����!#���$�"���'�!"��� $�����6�������
!#�� ���$�!"������"�������;� !"������#�*�#�%��0���� �������	� m���
��'�!"�� � ���� ����+*�� � ��6� 0�"�� '�"$�"���� ��� �� m�� #�*��
��&���#��0��"������0�#�!#������"���&��������'�����$ �="�0�����
$�"��#�� -��� �$� ���� $�"#�� �)��'��#� �$� �������"�'��"� ����
����'!������� �$� '"�����#� "�$�"#� ��� ���� �&����� ����� !��#�� 9���
��&���� !#��� ��� ���#� ��#�� ���#�#��� � �$� �� '�"������ � ����"����
���;� !"����������#�*��#�'�"�������� m�� �7�����"�"�#!��#���&��%����
"�'�"���� 0���� ������� � ���� #�'�"������ �$� &�"!#�#�� # �*��
���;� !"�����#��+'�����+�!#������ ����$������������� �#�!'� ���2� m�� ����
���� $������ ����#��'���� "�'�"���� �� �!�%�"� �$� #!���## �#� ���
��'�!"�� � %����"���� ����#� ,�+'����� #�*�� �"�!��� 4		� ��.� !#�� � ��
��"�!��"��������;� !"������0���������#���#�%��0���� ��	������4	�
m�� ,;� !"�� 
. �@
A���!�� ��� ���� ���'���� �����#���#� ���� ��&���#��

���+� ��&�� %������ �� ��1�"� ���������� $�"� �������� +� � �&���'����� E��%���������'E� ��&���#� ���"��� ����
����#��'������������ "���#���#�"!������������������ ��'�"$�"����#�"��#��$���#�# �@
�A���6�'"���������)��'���
�$� #!��� �� ��&���� �#� ���!#�"����� ��� ;� !"�� � �� 9��#� �+'�� �$� ���;� !"������ �#� !#��� ��� ���� #�'�"���� �� ����
�"��#'�"��������$�����#��"����%���������$��"! #��9+ '����������#���#��"�� ���������"#���&���#�%!�� ����"� ����
#�*�#� �$� ���� �"��"� �$� ���������"#�� 6� �!�%�"� �$� ���� �#� ��&�� %���� '"�'�#��� ��� ������� ���� ����!���&��
'�"�����#������������"���'�"�����#����#!#'��#������ ������'!����� �����#�'�"�������$�'�"�����#�$"�����$ ��0�� �
$�!���� /���� ���� �&��!����� �$� ���� �� "��� �$� ������!" �*������� ���� "����� ���� ��&���#�0�"�� !#��� ��� ����"� ��
�+'�����'�"������#�*���$�3���� �,;� !"��4.����
6�����"� #��� �$� �''��������#� �$� �����"�'��"�#�#� ���! "#� ��� ������������ +�� '�"���!��"�+� ��� ���� �##��%�+� �$�
��0���&���#�����#��'��� �����#���#�� ��� ���#������)�� � ���� ���� ��#�%���� !#���#!���##$!��+�$�"� ���� �������  �
��������"����$����������0�"���"���"%���������!%�# �@

�
�A��
�

	
	
	
	
	
	

	
	

	
	
	
	
	

	
	
	

	
	

;� !"� ���� 7�������$����� &������%��� �� ����'� �

;� !"� �4��������������$�����'�"�����#�0������� ��



��	 )�� �*���
	 
�
 &	
�� 
��
 	
=���!#����� '"�#�������"���#����#�� ���������������� #�"�%�#�����%���&��"��$�����#�����#!#'��#���#����$� !���
������ !���"� ���� �������"�'��"�#�#� �������� ���� '"�1� ��� ���#� ��� �����&�� ��� ���� ��)�� #�� �� �� ������������ �
������ ����� ���#���"#� ���� ���� $�"��#�  �&�"��� � ���� � ����"��+�"��+�����#� �$� ����'�"������� 9���
�������"�'��"������ &�#��#��+�� ="�0����� $�"��#�� ���" ���� ���� B!���!�� ���!"�� ��'���� ��� ����� '�+#�����
'"�'�"���#� �$� ����'�"������� ���� ��&�"��������� $�!�� � ���� �����"��� �''����� $������ 9��� ������ 0���� �����
��'��������� �!��"�����+� ��� �"��"� ��� �%����� 5��0���0 � �$� ��5�� � ��&���#� $�"� ������� � ����'�"�����#�
,"����������#�'�"�����.�$�"����##�#�*�#��������"��� $$�"����'�+#�����'"�'�"���#� �

$���	%

��
�
9���%�%��� "�'����#�!�+����������������#��!����#��� ��+#�#�����!�����$�"��!""����+���'������������"�'"� #����
���#���%�#��� �&����%��� ��� ����#������$��� ���������� "�B!�"�����#� ���� ����%+� ���� '"�1���� ����� ��� ���� ��) ��
#�� �#��0��"�����+�����5��������+'����#�#�$�"�!���� ������'!"'�#���$�$!�$����� �����'"�1�����%1����&�#� �
�

&��������
��
@
A� -$$����$�"� -$$������ �!%��������#� �$� ���� �!"�'�� �� ����!�����#� 	+�����
	 ���	 
����
���	 �,	 + &	 -�	 ���	 .�	

���
���� ����#��������'�"��8!)��%�!" �,�		
.���7=��3��432��	 �2����
@�A� ��� ?��5�"%+�� ��� ��""�#���� ��
��
	 ����	 
��	 /��0 ��
	 ��	 .���
���������� 	 ���	 �� 1�������
��		

�������
��� ��C?���#'"��

�
���6'"���,�		�.��
@�A� 6���� ��+��"��� ����� Q!��'���� +�������	 ���� 
���
����	 
��
���� 	 ���	 ����
�
�����	 ����
� �� C�� �$�

����'�"������?�#��"��� ' �,�		�.���
@2A� ��� 8!� !�� 6�� ���!����� ��� =!���!�� )���	 ��� �����
��� 	 ��	 
��	 ������
��
����
��	 ����
� ��
���	 ��	

����
��
���� 	��	�����	�����& �C���$�-'�������"����#�����6�&����������"���#� ��� ,�	

.��
@�A� ?�� ����� �� ��1��2	 +�
����3������
��
���� � 4	 )
�
� 	 ��	 
��	 
�� ��,&	 
��������,&	 ���	 �

����
��� ��

=�����"�$�!����#� ()�*�	
	.��
@
A� ��� R��� �� Q�� Q��#�����#��� � 6�� ���������� Q�� Q��� ���"�R������ ������
��
���� � 	 ���	 ����
���
���	 ��	

�����%����	
��
���� 	��	������������	 , 
�� ��6����=�������������3
��,�	
	.��
@�A� 6�� ��#�������#�� 6�� ?���#�� ��� F��*���#�� ��� F"��� �� S�� ��" ���� ����
���,����,����� 	 ���	

������
��
���� � 	��	����� , 
�� 4	 ������	��2 ��C����+#�����6''�����+#���T�����
��,�		�.��
@4A�7��7�5�+��&��6�T��7�"�!%���	���
����	��
��
���
	��	�	�����	 � 
�� ���	� 	�			� ������0	�����
 ����0�C�!"����

�$���+#��#� �� ��,�		4.��
@3A���F��F"�����6��?���#��S����" ���� .��������	 ���
���	��	
��	������
��
����
��	���	
�� 1������	2�1�	����� 	

���	��
������
�
��	����
����	����, 	� ���	
��	����
 �	������
	��
��� ��C���$������"�#�����#��
��,�		�.��
@
	A� U!��� 8���	 .��������	 ��������	 ��	 ������
��
���� � �� 9��������� ?�'�"�#� $"��� ?�+��� ��#���!��� �$�

9������� +�Q9S���������#�7��
		�22�7���5������70��� ���,�		
.� �
@

A�7�C�����5�"#������ ���	��	5�	"�
����
��	-�����
 	���	����
���
���	� ��	)�� ���	6���������	.���
��
���� ��

����9��#�#��<��&�"#��+��$�����#%!" ���,�		�.��
@
�A�=��S��8�'�*���������#�� ���?����������"�#�� ������
��
���� � 	 ���	 
��	 ����
���
���	 ��	 �������
� �
���� ��
�����"�'��"�#�#� �+ �,�		�.��
@
�A�000�����$�"!���" 	



���������� �,�����%�"�

���	

�(������%�"�
����	
�.��
�
��
��������
��
� �

��  ���� ����
��
� ��� �� ������������� ��
��� ��	� 
���	����� � ���� ���
��
� ������� ����
�������� ���
�������	���
�	����������������
���
���������������� ��������	�������
 ��

���
�
�
�
 ��
,�������%��
�������
�
��-�����.%��
��
�/�
��������� 
�����
�
��-�����-
�
)�������-�%���
���	���-�
�)�

����
���
�
��
�
�
�	�������%����������
�
��
�
9����������������������0�#�%!���������#�"�%������%� ��&��"��$���#!#'��#�����$�����'�"�����#������$�!���

������#!%1��������������!��$�"��$�����,�������"�'�� "�#�#.��!���"�������������$� "�&��+��&�#��#��+��
6���"��� ���� ���"������#���"�����#�'"�#����������� ��"�'�"���$�#�� ���	

�������&�"� ��$�"�������� ��� �

�� �������"��� '�"������ ��� ���!��$�"�� �����"���$����� �������"��� ���'"�#�#� �0�� ����'������� ����"�%!����#� ,����
#!%#�"�'�#�� ����� �������������"����������� ���"+�'�"�#.��

��������������������������������������������������
23 3

( )
4 2m R m I R IK ke e= Ñ - Ñ´ ´F E E E� ��������������������������������������������������,
.�

9���$�"#�� ��"��"�����#� ��� ��� �����"���$�����0����� � #�����!��$�"�� ��� �� ���!���%!�� ���#����� �)��%��� ��+ �
'��#�� &�"�������� 9��� #������ ��"�� �$� �B!������ ,
.� �# � ����&���#��� � �$� ���� �����"��� $����� ��#� �� #'������ +�
��'������� '��#������� �����������"�'��"�#�#�"�#!���� �$"���#!�����������" ���$����� '��#�� "������� �#�5��0��
�#�
��1�����	2�1�	������
��
���� � �,
2 ���.���9��� -��� �� ���  �

� �,��.�$����"��#� �&���%+��

������������������������������������������������������������ ( )
2

p m

p m

K
e e

w
e e

-
=

+

� ��
� �

�������������������������������������������������������������������������,�.�

0���� pe~ ����� me~ ������%#��!������'��)�'�"�����&��+��$�����'�"������ ������������!���"�#'����&��+����� ����

��'���#� ��� ���� �������"��� '"�'�"���#� �$� ���� '�"���� �#� ���� ���� ����!��� �#� 0���� �#� ����  �����"+� �$� ����
'�"�����#�� 9������'��)�'�"�����&��+��#�� ie e e¢ ¢¢= -� �0��"�� e¢���� e¢¢��"������"����������� ���"+����'�����#�
�$��������'��)��������"���'�"�����&��+��0�������+�% ��0"���������������%+��$�"���

22
'

1
)0(

tw
ee

ee
+

-
+= ¥

¥ ���
[ ]

22
0

"

1
)0(

tw
wtee

we
s

e
+

-
+= ¥ �������������������������������������,�.�,2.�

0��"�� s � �#� ���� �����"��� ����!���&��+� �$� ���� '�"������ �"� �� ��!�� ���� t � �#� ���� "���)������ ������ ;"��� ����
��%+������"+�@
A�����#�5��0�����������"���)�������� ����#���""��������������$"�B!���+ 	���( �����0����� e¢¢���#���
��)��!���%+� ���� "��������� 12 max =tp f �� 6�#��� ��� �B#�� ,�.� ���� ,2.�� ( )0e � �#� ���� '�"�����&��+� ��� $"�B!�����#�

�!���#�����"������ � ��( ����� ¥e �#�����'�"�����&��+����$"�B!�����#��!�����" �"����� �� ��( �@�A��;�"�#+#���#�0����
��"�� ����� ���� "���)������ ������%���� �B!������ ,�.� �� �� �B!������ ,2.� �"��#!�#� �$� ��"�#� ��""�#'����� � ���
��$$�"���� "���)������ '"���##�#�@�A��=+����"��!��� � ��� �B�� ,�.� ���� ���'��)�$�"�� �$� �������"��� '�"�����& ��+� �$�
'�"������� p p pie e e¢ ¢¢= -� ��"�#'����&��+���������"���'�"�����&��+��$�����!��� m m mie e e¢ ¢¢= -� ��0����������"���������

"���� Re ( )K w� �� �
� �������� ���"+�� Im ( )K w� �� �

� ���'�����#���$��������$����"��?�#!���$����0�� �"��� ����#��'#��

( )
( )

2 2 2

2 2 2

2 2
Re ( )

4 4 4
p p p m m m p m

p p p m m m p m

K
e e e e e e e e

w
e e e e e e e e

¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢+ + - + -
� � =� � ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢+ + + + +

� ������������������������������������������,�.�

( )2 2 2

3 3
Im ( )

4 4 4
p m p m

p p p m m m p m

K
e e e e

w
e e e e e e e e

¢¢ ¢ ¢ ¢¢-
� � =� � ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢+ + + + +

� ������������������������������������������,
.�

;"����B!�����#�,�.�����,
.�0�������%#�"&����������� �"����������� ���"+����'�����#��$��������!#�!#�
��##�����$����"����'���#���������������"���'"�'�"�� �#��$�����'�"��������������!��������$�����$"�B!���+ ��$�
���� �''�����$������9���$"�B!���+� ��'�������� �$� ���# �$����"� ����"����#� ��'�������� ���$"�B!���+� �$� ����
$�"����0������#�!��B!�������'�"���!��"�'�"�������+' ���9��"�$�"���0������!#���������"�'��"�#�#��#�����$ $����&��
����#�$�"� '�"������#�'�"�������#����+� ����"��� � ��� ����"� �������"��� '"�'�"���#�����#�*���=��� � �� ���#! "�� �$�
����"�����&��'�"�����&��+�%��0��������'�"���������� ����#!""�!���� �����!����������$����"�����"����#��� ��
#� �� �$���������$�"����0����� Re[ ( )] 0K w >� �� ���� '�"�������#���"�� '���"�*�%��� ����� ��#�#!""�!� ��� � ����!��
���� �#� ���"������ ��0�"�� ���� ��������#� �$� ��)��!�� �� ���"���$����� �����#��+� ���� "�'������$"��� ����*���#� �$�
�����!��� '���������� 5��0�� �#� '�#���&�� �������"�'��" �#�#� ,'���.�� 9��� �''�#���� ���!"#�
0��� Re[ ( )] 0K w <� ��"�$�""�������#��� ���&���������"�'��"�#�#�,����.� ���
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R IV V jV= +� �#���#$+�����8�'������B!��������
2 0RVÑ = �� 2 0IVÑ = ��������������������������������������������������������������������������,�.�
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( )
4DEP m R R IK V Ve= Ñ Ñ + ÑF ���"�#'����&��

3
( ( ))

2twDEP m I R IK V Ve= - Ñ´ Ñ ´ÑF �������������,4.�

9���"����'�"���$��������!#�!#���##�����$����" ( )RK w � �&�#���������$�"������������"�������'�"'�����!��" �

������������"�����""�+��0������������ ���"+�'�"�� ( )IK w � �&�#������0����$�"����������'�"��������"������� 	
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%������ #!"$���� !#��� ��� �������"�'��"����� #�'�"����� �� 9���$�"#�� ��""�#'���#� ��� ���� #�'�"������� 0����� �� ��
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�������"�'��"�����#�'�"��������.�����#�'�"�������%. ��0����#�'�"��������

;� !"��
	��#���#���������"�'"�#����������$��������' !����������������0����%�!���"+����������#�$�"�����" ����
'�"��, ! � �.��$����������"���'����������9���#���������#������ ��������%�#���!������������!�����%�!���"+���������� #�
�"��!#����������#!"$�����$����������"���#�������)�� ����"�������������!�������������#���#��$�����!����� �����
9��� %�!���"+� ���������#� $�"� ���� ��� ���"+� '�������� � �"�� #�����"� � ��� ���� ����"��!"�� �#� �� ������� '�+#�����

����5��##� �$� ���� �����"���#� ,�#� ��� ���� "�'�"�� #�� � � �	
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�
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a
h

= +v u F ��!����� 0Ñ =u G�� 0
t
j¶

+ Ñ × =
¶

j ��!����� 0
t
j¶

+ Ñ × =
¶

j ������������������������������,3.�

S�"�� %����� � ��"������$�!��� ���� '�"������&��������#��"�#'����&�� +���	 ���� '�"������"���!#�� 7	����&�#��#��+��$�����
$�!��� 	
����������� ������'�"������$�!)�� �	 ������$$!#�������$$��������$�����'�"�����#���

6�"�'"�#����������$������������$�"�����"����� ����� �������"������$������#� �&������;� !"��

���$��� �� ���
���������"��������5��##��$�!���$��0�'"�$��������%�� ���#���"����#����#�!������+'��@2���
�A��%!�������#� ������5�#�
����� ����!��� ����  �����"+� �$� ���� �����"���#�� ���� &� �����+� $����� �#� ����!������ �!��"�����+� %+� #��&�� � � ���
��&��"�7��5�#��B!������%+���'�#�� ����������������$ �"����$�!�������#�������0���#����������"���#�@���A� �

�

;� !"�� 

� � � 7��������� "�'"�#��������� �$� ���"�#��'��� ������� �� �
����!����������������"������$������9���$�!���$��0�� #����#�!������+'���
 
Using the scales of 2, / , /d d D D d  and 0j (the initial average volume 
fraction) for the length, time, velocity and particle volume fraction, 



respectively, the problem is expressed in terms of dimensionless variables by the following system of 
equations�@3A��

Q¢ ¢ ¢= +v u F ��!���� 0¢Ñ =u G��� 0
t
j ¢¶ ¢+ Ñ × =
¢¶

j ��!����� Dj j¢ ¢ ¢ ¢= - Ñj v ���������������������������������������,
	.���������������������

9��� '"����#+�%��� �%�&��������#����� �����#�����##�B! �������#�� 2
02 / 9Q a F d Dh= �0���� 0F ��� ���#!"��

�$����������#��+��$������)��"����$������
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0���� ���#�� $"��� ���� ����"��!"�� ���� $�����+� &������� � � �!��"����� ����#��!"�� � ���� ���'�"������&�������� ��
#�� �� 0�� ���#���"��� '�"�����#� 0���� ���"����"�#���� # �*�� � V�		��� ��� 0���"� , 3 1 110 kgm sh - - -= ��

3 310 kgmr -= � 12 2 110 m sD - -» � 80me � .�� 9��� ���"����"�#���� ��� ��� �$� ���� ��&���� �#� 50� md = �� ;�"� �� ��� ���"+�
'�"���$��������!#�!#���##�����$����"� 0.6Ik » ,��""�#'����� ��������)�'�"�����#����0���".�������' ���!����$�����
�����"���'��������� 0 1VV � �������"�&���� �0�&��0���� 400� ml = ��0���%�����$�"����� �����#�����##�'�"�����"�
����B!������,

�.����+'�����&��!���$� 0.2Q » ��9���$�!���$��0�����������"����������#��##!������� %��������"�����
��#�"�%���%+������#�!�����'"�$����0�������+'�����&� �!���$� 1 � m/s�$�"�������)��!��$��0�&������+��
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9��� '"� "��#�!#���$�"� ���� �!��"����� ��'������������ �$����� ������������� ������0�"��0"������ !#�� �
;"��;��� WW�� �� #��&�"� $�"� �B!�����#� %�#��� ��� $������ �������� �������� 9�� &�������� '"� "��#� ��&�� !#���
'�"���!��"� ��#�#� �$��!"� '"�%����� �������� � ����+��� �#��!����� �"�"�#��&��� ��� '"�&��!#�+� '!%��#���� '�'�" #� ���
����$����� �T���������� '"� "���$�"�����!����� ��������"�'��"��� ��$�"���0�#������&����������'�"���!��"���#���$�
�� ����� �����"����  �����"+�@
�4�3A�� /�#� ���#���  ��� ��"+� ��#�"�%���%+� �����#���#� � � V� � V�$ 50� m � ����
� V
	 � �����%�!���"+����������#��#����;� !"��
	���

9��� "�#!��#� �%������� $�"� ���� ��'���!��#� �$� &����"#� ( )2 2

R IV V¢ ¢ ¢ ¢ ¢Ñ Ñ + Ñ � ���� ( )R IV V¢ ¢ ¢ ¢ ¢Ñ ´ Ñ ´Ñ ��

'"�'�"������� 0���� ���� �������������&��!�#� �$� ����$� "��#� ���� ���� �0����  �&���%+� �B!�����#� ,2.� �"�� ��� ��
&�"+� ���������"������0��������"�#!��#�$"���������� �"��!"���6���"�����!"����B!��������&��&�����������$ �����
����!�������$�"��� '"� "���0�#������%+����'�"�� � �!� �"�����#��!����#�����!������0���� �!"� '"� "���0����
�������+������#��!�����'"�'�#��������������"��!"��� ���#��0���'�"$���������"���������@4A��
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9��#�!�+������$$�����$�'�"������#�*����������"��#'� "��'"���##������#��!������#���&��%��������!�����0�� ��
'�"�����#�"�����%��0����
		������		�����9���"�#!��# �$�"������������"������$��������������#���$�'�"���� �#�0����
"����� �� V� 
		� ��� ���� V� �		� ��� �"�� #��0�� ��� ;� !"�� 
 � @4�3A�� 9��� "�#!��#� #��0� ����� �#� ���� '�"������ #�*��
���"��#�#�����������#��+��$��������"�'��"�����$�"�� ������ ������������"��#�#��%����'�������������$�"�� #��

7�!�+� �$� ���� ��$�!����� �$� ���� '�+#����� '"�'�"���#� � $� ���� '�"�����#� ���� ���� $�!��� 0�#� ����� %+� ����
'�"�����"� Q��0������������#�%�������"����"�#���#��$�$�!����)'" �##����, h � r �� D � me .������'�"�����#�,"���!#� �&	

;� !"��
���.��9�����$�!������$� Q�'�"�����"��������$������$��������"�������#�#��0��� ��;� !"��
�%.�����������#��
�$� '���� ���� ���� ������ ���� "�#!��#�#��0� ����� �#� ���� '�"�����"� Q� ���"��#�#� ,�� '���������� ����� ����%��
'"��!���� %+� ���"��#�� � ���� #!''�+� &���� �� �"� ���"�� #�� ��� &�#��#��+�� ��$$!#���� ���$$�������� ��#������
���"����"�#���#���"�'�"������"���!#.�����&��!���$�� ������"�'��"�����$�"������"��#�#������

�
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��� ����!������ �������"������ '"�$���#�

0/j j � �#� �� $!������� �$� ���� &�"������ ��#������

$"�������%�����������"���#��$�"�#�&�"���&��!�#�
�$� �$�'�"������#�*���.����� Q 
�����
�� �%.�

�
�.�� %.��



6����������#�!�+��$������$$�����$������"���� �����" +�����������"�'��"�����$�"����#�#��0�����@��4A����
6�����"���'�"�����'��#���$��!"�#�!�+��#���������!�� ������$�'�"�������"�1����"��#�#!%1�������������$�"� ��@4�3A��
9�� ����"����� ���� �"�1����"��#��0�#� ���� "����� �B!�� ���� �$� ������ 2

0 0 1 2t t= + +x x v a �$�"� ��$$�"���� ��������

'�#�����#��$����� '�"�����#��9���"�#!��#��$�#��!���� ��#�'�"$�"����$�"����� �����"+����;� !"��
	����$�"� �����
�#�������� %���&��"� �$� '�"�����#� !���"� ���� ��$�!���� � �$� �������"�'��"����� $�"��#�� �$� '���� '�"�������� �" ��
���"������ ��� ���� �� �#� �$� ���� �����"���#� ,;� !"�� 
� .�� 0��"�� ���� '�"�����#� �"�� "�1������ %+� �����
���"������!�!�������"�,;� !"��
�%.��#������$�"����� �#��������&�"��������"��������7�����"�����!������#� #��0������
����$�"��� �0���� '"��!����#�������"+���&�����#��"�#� "�� ������&�� ��#��$$���������"��#&�"#����#'������� ��
�$�����'�"�������
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;� !"�� 
��� ����!������ �"�1����"��#��$� '�"�����#�0�� ��"���!#� �V�		��� ��� ��#�� �$� '�#���&�� ���� �.� ���� �� ���&�� ����%.��
-"�������#��0#�&�"��������!����'������$�'�"�����#��

;� !"�� 
2� '"�#���#� ����&�"������&�"������� ��5���$�" � 0x = � ,���� �����"���� ����"�� ��� ���� ��$�� �$� ���� ������.��
0.25x d= ,������������"����%��+.� 0.5x d= ,���������"���I#��� �.����� x d= ,������������$�����������.��6#�0��

����#�������"��#�� �������� ����$����������"���#��� ��#�������"��#��������$���������$�"����0�������!#�# �������
#�� ���+����"��#��%!�����#������$$��������#��'���$� ��#��&�"��������
 

 a)    b) 
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;� !"��
2��T�"������&�"��������$���������$�"���$�"� �����"���#�0����"����� !��"�#��'��, 1 2d d d= = .�������$$�"����
��� ��#� w �����. 0x = ��%. 0.25x d= ���. 0.5x d= �����. x d= ��

�
9����$$�����$��������"�'��"�����$�"��#��������#!#'� �#�������"�#��'���#�����0�#�#�!�����%+����� "���� �

��##��"��#'�"���B!������,

.��;�"������)'"�##�����$ ��������"�'��"�����$�"�������%�����#���"����������+ ������
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%+� �� B!��"����� ��0�� ��� ���������� %+� ���� �� � ���� $" �B!���+� �$� ���� �''����� #� ����� ���� #� �� �$� Q� ���� %��
���� �������;� !"��
2��"��#��0���0���)��'��#�����!� �����#�������"+��������"���������'#���������"������
'"�$���#�"�#!��#�#��0�'�"���������!�!����������"��� ��%�"��"�$�"� 0Q > ��"���������"��$��������"���������$�"�

0Q < ����""�#'����� ����'�������������"�#'����&��+���
�����

;� !"�� 
2�� �!��"����� "�#!��#� "� �"��� �
����#�������"+� �������"������$�����$�"� �.�
'����, 0.2Q = + .��%.������, 0.2Q = - .��
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9����$$�����$�$��0�"������������������"��������#�%� ���#�!��������@
4A��9��� ����!������#�0�"���������5� � �
����� ���#���"������ �����"����  �����"+��7�������"+�� ������"������$����#�����!������ ��� �0�� ��$$�"����#'� ��#�
�$� ���� $�!��� $��0� ,&� V� 
� ���� &� V� 
		.� $�"� Q=0.2� ,'���.� �"�� '"�#������ ��� ���� "�#!��#� �$� #�� �� �	
�� ����
�� ��� ��#�����"�����������#�����$�!���$��0�&������ +��������'�"��������""��"���
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�	������� �
6�� ���� ���� �$� ���#� #�� �� 0�#� �"������ �� 0�%#���� �$� � ��� '"�1���� ��� ���� ���"�##�� 000�������'������

��������� ��������������'!"'�#���$�����'"�1�������� �"�#!��#��%�������#��$�"����������%�"#���������#��� ��
&�"��!#�!#�$!����$�"����������������� �����'�"����� #����$�!���������!���"�������������$��������"�'��"� #�#��
9��� "�#!��#� �%������� ��� #�� �� �	
�� 0�"�� ��##������� �� ��� ����"��������� ���$�"����#� ���� '!%��#���� �"�
#!%�������$�"� '!%��������� ��� ����"���������1�!"���# � �#� ��#���� ��� ���� ���� �$� ���� "�'�"�� �$�7�� �� �	
��� !#���
��#���#�"�$�"����#����������)���$�����"�'�"���
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�
9��� "�#!��#� �%������� %+� �!��"����� #��!������#� %�#�� � ��� ���� '"�'�#��� ������������� ������ #��0#� �����
�������"�'��"����� $�"��#� ���� %�� #!���##$!��+� !#��� � �� ������� � ���"�� ���� ����'�"�����#�� =�#��� ��� ���#��
"�#!��#�0������%����"�!���"#���������'�+#�����'"��� ##�#���������!"���#���������)'�"����������&�������� ��#��
���� �%����� ��� �'������#��� �$� '�"�����"#�$�"� ��#� �'� "�������6� ��#�!##���� ��� ���� �$$����&���##� �$� �� ��&� ���
�������"�'��"�����#�'�"�������#�#��0�����������)��# �� ���
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������$������������#����$�'�+#������������������'�" �����"#��$�����#+#����,#��'����������������$������" ���#��
'�"������#�*���$"�B!���+��$������''�����&���� ����� ��"�������"����"�#���#��$�#!%#�����#�!#��.��������� �����
�'����*�������$�'�"�������"�''�� ��
�
9���%���&��!"� �$�����'�"�����#���&�� � ��$$�"���� ��� ��#���#���#���� �� ���"�$�!�����#�'�"������ ��&���� !�� �"�
�������"�'��"�#�#� 0�#� ��&�#�� ����� %+� ����+*�� � ��� � $����0�� � '�"�����"#�� ���� $�!��� $��0� &������+�� ��� �
&���� ���''�����������������"���#������ �����"+��$� ���������"���#������ �����"+��$�����#�'�"��������&� ����
'�"������ �"�1����"��#�� ���� $"�B!���+� ��'�������� �$� ���� ��� $����"� �$� ���� '�"�����#�� 9��� #��� �$�  �����"� ��
'�"�����"#� �$� ���� ��&����� ���� �����"��� '�"�����"#� , �''�����&���� ���$"�B!���+� �$� ���� �''�����#� ���.� � ���
'�+#������������� '�"�����"#�,����"�������"����"�#�� �#��$�����#!%#�����#�!#��.� �$����� '"�%�������""���� ���
����������!"�����������#�����$�'�"�����#����������� �������'����*�������$���������'�"��������'�!"��'"�� �##�	
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9��� ����+#�#�0�#� '�"$�"����%+� ����"����� � ���� ����� ��"������ ��#�"�%!����� $�"� ��$$�"���� $��0� �����#���� #��
��""�#'����� � ��� �����#�����##� &��!�#� $�"� &������+� "�� �� � ��� ���� ������� 
�
			�� 9��#�� &��!�#�
��""�##'�����������&������&�� �����������#���#� 200 � mh = ���� 1000 � mL = �,#���;� !"��3�.���������$��0�
&��������#� ��#���� ��� "�� �� � $"��� 
� ��� 
			� � m/s�� ��� ;� !"�#� 
�� ���� 

� �"�� '"�#������ ���� ����!����� �
�������"������ ��#�"�%!����#�$�"� �0��&��!�#� �$� ����$ �!���$��0�&������+� ,&V
�����&V
		.��$�"� 0.2Q = � ,
 ����.�
���� 0.2Q = - � ,� ����.�� "�#'����&��+�� 9��� "�#!��#� #��0� ����� ���� #!#' ������ ����'�"�����#� ����� ���
�������"���� ��� ���� 0���#� ��� ���� ��#�� �$� '�#���&�� �� �����"�'��"�#�#� ,'���.� �"� ��� � ���� �����"� �$� ���� $�� 0�
������������������#���$��� ���&���������"�'��"�#�#� ,����.��9����$$�����$�����$��0�&���&��+��#�����"�+� &�#�%����

���������� ������.��������� %.�
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-� ��"�� "�$����� ����+#�#� �$� ���� #�������"+� �������"� ����� $����� 0�#� '�"$�"���� $�"� ��$$�"���� '�#�����#�
��#���� ���� #�'�"������ ��&����� 9��� �����#�����##� ��� "������#� (V	�� (V	��� ���� (V
�� "�#'����&��+��
��""�#'���� ��� ���� ��$�� ��" ��� �$� ���� ���'!������� �� ������ ���� "� ��� ��" ��� �$� ���� �����"���� ���� ����
��������$�����  �'�%��0���� ���� �����"���#��"�#'����& ��+��9���;� !"�#�
�������
�%�'"�#��������&�"������
&�"��������$���������!�������������"������$�"���$$� "������"�*���������"������#�����������#���$�'�����0 �����
;� !"�#�
4������
4%�"�$�"�����������#���$�������$�" ������#�����##�$��0�&��������#� 1V
����� 1V
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6�� ���#� #��'�� ���� �!��"����� #�!�+� ����#� 0���� ���� �� �'!������� �$� ���� �������"������ $����� $�"� ����
����'�"�����#�#!#'���������$�!�� �#����#���������"� $�!�����#�'�"��������&�����=���!#��������""+�� �$�! ����#���
 �#��$�"�0����� 1re � �� ���+� ���� '���� ���'������ �$� ���� �������"�'��"����� $�"��� �#� ���#���"����9��� "�#!��#�
0�"������+#���%+�!#�� ���"�����0�'�"�����"#�������� �����1��, ������
, ����� )�
���
���	���������,& ���""�������
0���������������"������$������9��#��'�"�����"#��$$� "�����"��#!  �#��&�����"����"�*�������$�����#�'�"�� ����
��'�%������#��$��������"�$�!�������&�����9����!��"� ����#��!������#�0�"��'�"$�"����0��������;"��;��WW�� ���
�-�7-8� #�$�0�"�#�� %���� %�#��� ��� ���� $������ �������� �������� ;�"� ���� ���'!������� �$� ����
�������"�'��"�����$�"���0��#��&�������8�'������B!�� ���#�,�.�$�"�����"����������� ���"+�'�"�#��$������� ���"���



'��������� '��#�"�� �� ����"� 0���� ���� �##�������� %�!� ��"+� ���������#� ,'"�#������ ��� ;� !"�� 
3.�� $�"� ����
'�"���!��"���#�� �$�$ 30 � m ����� 8$�� V60 � m ���
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3��9��� �����"+��$��������'!��������� ������ ���� ����
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'���������'��#�"�� ! � ��
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9���&�"������� �$� ���� ��'���!��� �$� ����&����"� ( )2 2

R IV V¢ ¢ ¢ ¢ ¢Ñ Ñ + Ñ �� '"�'�"������� ��� ���� �����#�����##� ����
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;� !"�� �	�� 9��� ����!������ �����#�����##� ���� $�"��� � ��
�� �"�������#�������� ��� ��#���'�"������&�"������� ���

�

=�#����������'�"������%���&��!"��$���������$�"����
0��0���� ���#���"� ��)�� ���� ����+������ ������  �&���%+ � �B!�����#� ,
	.�� ;�"�#��!����� � ����%���&��!"� �$� �� ��
#!#'����������'�"�����#����$�!�� �#���#��������#�'� "��������&����������B!�����#�,3.���������$�"���,
	. ��"��
#��&��� $�"� ��$$�"���� &��!�#� �$� ���� '�"�����"� Q �� 0����� ��#�"�%�#� ����  ��%��� ��$�!����� �$� ���� '�+#� ����
B!�������#���&��&������ ����#�'�"������ '"���##������ �''�����&���� �� ��� ���� �����"���#�� '�"������"���!#� �����"�
'�"�����&��+��;�"��%������ ���"�$�"�����&��!���$��� �#�'�"�����"��0�����#���"�����#!#'��#�����$�'�"���� �#��$�
"���!#� � V
		���������"������"����'�"���$��������!#�!#���##� ����$����"��� 1RK = ��$�"�����#!#'������ '�"�����#��
���� ��'���!��� �$� ���� �''����� &���� �� ��� ���� �����"� ��#� 0 10 VV = ���� ���� &��!�� �$� ���� �"�0����� � 0�&��

120� ml = ��9��� �%�������&��!�� �$� ���� �����#�����##�0�&�� �!�% �"� �#� b p= � ���� 1Q » �� ��� ;� !"�� �
� ����
'"�#����������""��������%��0���������''�����&���� � �! �������������'�"������"���!#��$�"���$$�"����&��!�#� �$�
����'�"�����"� 9 ��
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��9�����""��������%��0���������''�����&��� � ����'���!��� ! ���������
����'�"������"���!#� � ��$�"���$$�"����&��!�#��$�����'�"�����"� 9 ��
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��� ;� !"�� ��� �"�� #��0�� ���� ����!������ �������"����� � $����� $�"� #!#'������� '�"�����#� !���"� '�#���&��
�������"�'��"�#�#� ,'�"�����#� �"�� ���"������ ��� ���� � ����"���#.� $�"� 1Q = � ,�V
		� ��� � 1RK = �� 0 10 VV = ��

120� ml = .�� ���� "��� "����� ��� ��������� � ���� *���� �$� ����"�# �� 0����� 0���� %�� ���#���"��� ��)�� $�"� ����
�#����������$�#�'�"������'"���##��
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;� !"�� ���� 9��� ����!������ �������"������ $����� $�"� # !#'������ '�"�����#� #!%1������ ��� '�#���&�� �������"�' ��"�#�#� $�"��
1Q = ���.�������������0��������#�'�"������*����%.��

-��� �%#�"&�#� ����� ���� �������"������ $����� '"�#���#� �� ��+�"��� #�"!��!"��� 0����� ����0#� ��� ����+������
��#�"�'����� �#� �� $!������� �$� �� #�� ��� #'������&�"�� %����-:,; ��0��"�� ,	 �#� ����&�"������ ���"�������� ;� !"�� ��%�
#��0#�����������$�;� !"�����0������������������"� � ����$�����"�#�����&�� ������ ��� 8���������"%��"�"+�0������
��� ���#�"� �����0�� ���#���"��� ���� ��$�� ����� '�"�� �# ����� ��'!��*���� �$� ���� ����'�"������ ���� ����"� ��� � ����
'�"���#���������'�"�������!�'!���;"�����'"��������' ������$�&��0������#��%&��!#�������$�0���"������"�#� ����������
�$$������� "���&�"+� �$� ���� #!#'������ '�"�����#�� ���� '"���##� �!#�� ��5�� '����� ��� ���#�� "� ���#� �$� ���� $�! ���
0��"�� ���� '�"������ ���#��+� �#� ���� �� ��#��� 9�� �%��� �� ��� �$$������� #�'�"������ ���� �!#�� �������� �#� ���+�
'�"�����#�$"�������$�!���#!#'��#�����#�'�##�%����%! ������� ��&��!�#��$�'�"�������������"�����������"�� "�������
���#�� �� ���'"���#��&��!��$�"� ���� �!�'!��0����� � � , 0 h H£ £ .�� �#���#�"�%����$�"� ��#�����"� � � ����#�'�"���#���
��"���������"�����$�!����0�����$�"�����" �"� � ������������#���"��'�"�����#��%!���������0�"������� �"��������6#�
#��0�����;� !"����������'�"���������#��+���������!� '!��������#��#�0���� � ������$�"�#�����&��!�#��$� � ����#�"�� �+�
��'���#�������������#��+��$������������"�'��"�����$ �"��� 9 ��
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;� !"�� ���� ����!������ &��!�#� $�"� ���� �!�'!�� '�"���� �� ���#��+�� ��� ��$$�"����
&��!�#�$�"� � ����� 9 ���
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;�"� ���� B!��������&�� ����+#�#� �$� ���� #�'�"������ '"� ��##�� 0�� ��$���� ���� $����0�� � #��� �$� '�"�����"#��

"��������������'�"�����#��������"��������#�"�%!���� �-:,; ��

- ����"���&�"�����##���������!�'!����������# 	����1��, �,� .���

0
( )

h
R C y dy= � �����������������������������������������������������������������������������������������,
�.�

- ����"���&�"�������'�"�������!�'!�����#��+���

0
(1 / ) ( )

h

hn h C y dy= � ��������������������������������������������������������������������������������,
�.�

- ����B!����+� �$� ����#�'�"�����$"������� ,����� ����$"� ������ �$� ����#�'�"����� ����'�"������ �������"������ � ��
�����!�'!�.�� ����
, �,� .��

0

max 0

hn n
P

n n
-

=
-

���������������������������������������������������������������������������������������,
2.�

0��"�� 0 1n = ��#�����&��!���$�����'�"���������#��+���������%#��� ���$������������"�'��"�����$�"������� maxn �#�����

'�"���������#��+�$�"� 0h ® ���
- ���� )�
���
���	���������, �,)� .������'"�&���#���"��$��)�%����+�����&������������$ $������+��������"�����#�� ��

�$�����#�'�"���������$������#��

���� 1SE R P= + - ��������������������������������������������������������������������������������,
�.�



��)��0�� ��#�!##� ���� ��'�"������ �$����#�� '�"�����"#� ��� ����#�'�"������ '"���##��$�����'�"�����#�$"���
$�!�� �#���������"�$�!�������&����%�#�������������" �'��"�#�#��

;� !"���2��#��0#���������!������&��!�#��$� ����1��, ������
, ����� )�
���
���	���������, �&�"#!#����&�"��!#�
�!�'!�� 0����#� � � $�"� �� #�'�"������ ��&���� ��&�� � �����"���#� �$� 30� md l= = �� ���� ��� �''����� &���� �� �$�

0 10 VV = ������������"���#��9������'!������#�0�"��'�"$�"���� $�"���"�����$$�"����&��!�#��$�'�"������"���!#��
� V�	���� 
		��� ���� 
�	� ���� ;� !"�� �2%� �#� �� ������� "�& ����� � ���� �'������ &��!�#� $�"� #�'�"������� ����
����"#������#�$�"� �� �����������)����$�"� )� ��

�

�����.������ �%.�

;� !"���2�� ����1��, ������
, ����� )�
���
���	���������, ��#�$!��������$�������������"���� ��� � ��$�"�����"���!#�&��!�#�� � V�	��

		��
�	������.���������%.��9���#!%#�"�'�#��������� � ����������� "�'�#������������'�"������"������

-��� �%#�"&�#� ����� ��� ���� ��#�#� )�
���
���	 ���������, � $�"#�� ���"��#�#� 0���� ���"��#�� � ���� �!�'!�� 0����� � ��
�����&�#�����)��!���''"�)������+������������"#����� ���$� ����1��, �(� ����
, �'���#��������������"��#�#�0����
� ��-���������#���B!������0���$�!������$�����'�"����� �#�*���������#�'�"�������$$������+��/�������"��#�� ��&	����
���!��� �$� '�"�����#� "�������� ��� ���� �!�'!�� ,"���&�" ��� ��##� �"� '"��!��� (� � .� ���"��#�#� �����0����� ����
,	
���"��#�#�� �$� ���""�#'���#� ��� ���� ��)��!��&��!�� �$����� '�"������ � ������"������ ��� ���� '"��!���� ���� �$� �
��""�#'���#����������#��0����������������"���� ���#� !'���� ���� '"��!����9��"�$�"��������'"���#�� �!#��%��
$�!���%��0���� ���� '!"��+��$����� '"��!����0�����0��� �#��� ���� ���!��� �$����� '"��!����6�"��#���%��� ������ �
$�"����#����'"���#��&��!���#�������)��!���$� )�	 �!"&���6���"��� ��������'"�#������#�'�"��������� "� �������
��)��!��#�'�"���������!"��+��#��%��������������"��� �����&��!�#��$�����"����� �%8�%��0����	�2
�����	�24�
,����#�������"������������$���%��0����������)��!��� �$���#������"� ����#��&��!�#��$� )� ����""�#'����� ����
� V�	��� ���� � V
�	��.�� -�� ���� ����"� ������ ��5�� � ����� ����!��� ��� � ��$���#�� ���� "� ����#�� ��� �
����"#������#�,����#�������"����������"� ������""�# '����� ���#����� � V�	������� � V
�	��.�������%����#�$�"�
�%8	&��!�#�"�� �� �$"���	�2� 	���	�����;�"�&��!�#��$� �%8���������������	�2�(	�24�,������!%���#������*����
����������������%�������%+�����"#�������%��0������� ���$��(�"� ���#������*���#.�� ���� �%����#������'���! ��
#�'�"������ ������ $�"� 0����� ���� �����&�#� ���� &��!�#� ���< 	�
��� ��""�#'����� � ��� ���� ��#�!##���
���'"���#����

� ����
��	%������������	�-�����-����
������������
�	� ����������
�
�
������#�#�!�+��0��'�"$�"�������!��"���������+#�#�"�  �"��� �������$�!������$����������'�"�����"#��0���� �����
��� ���� '�"�����#��"�1����"��#��0����#!%1������ ��� 
��2������	 ����$�"����9��� �"�1����"��#�0�"�� ���'!����%+�
���� "���� �������&�������B!������ 2

0 0 1 2t t= + +x x v a �!#�� ����� 
2 ����$�"��� �&���%+�,
	.��9���$��0�0�#�

���#���"���������"����#�"�%���%+������#�!������+'�� '"�$�������&�� �������)��!��&��!��$�"�����$��0�&��� ���+�
��#����������������
	� � m/s���������"����"�#������� ����$�������&����%��� � 50� md = ��;� !"�����'"�#���#���#���
�$�"���&�����!��"�����"�#!��#�"� �"��� �������$�!�� ����$����#�'�"�����"#���������"�1����"��#��
������������
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6�� ���#�#�� �� �$����� '"�1����0�� '�"$�"���� �� '"����� ��"+�#�!�+���� ���� '�##�%����+���� ��'�!"�� ����'�"��� ��#�
$"��� $�!��  �#� %+� !#�� � �������"�'��"�#�#�� ��� �"��"� ��� ��'"�&�� ���� $���"������ '"���##�� 9��� ��#�� '"�%�� � #� ��
'�0��"�#��'����$"�������$����"#��$������"��6�"����� ��9���#��"��0�#���������"���"���

9��� ����+#�#� ���#�#���� �$� ���� ���#!"������ �$� ���� �� �!##�!#�� ��##����� ,��.� $����"� ��� ��0� $"�B!���+�
$�����,���S*���S*.��9������#!"�������$�����"������� ���� ���"+�'�"�#��$��������'��)��������"���'�"����& ���+�
0�"�� '�"$�"���� 0���� �� 6 ������ �+'�� ?8������",�234	6 .�� ��� 0����� �� ������"����� ��'�����"�� ��������� � ��� �
'"�%���0�#� �����������9��� ��'����+� �� ���� ����B!���� +�$����"�X�0�"�� ���#!"���� ��� ���#����� ���'�"��!"��
����$�"�������#�"���$"�B!���+���������0�����, - 
 &	9
 .������0����!��'"�%���, - � &	9� .���

9��� ���'�����#� e¢���� e¢¢� �$� ���� ���'��)� �������"��� '�"����&���+�0�"�� ����!� ����� !#� � ���� $����0�� �
"�������#�@
3A��

����������������������������������������
0

'

C

Cp=e �G�
00

00''

CQQ

CQCQ

p

pp -
=e ����������������������������������������������������������,

.�

9�������+*��� '"�%���#�����)�!"�� �$����"����������'� "�����#���#'�"#������ ��"��������#���#����������'��) �
�������"���'�"����&��++��$�������)�!"���#��%������� %+�!#�� �����"���������

������������������������������������������������������������������ eff ef f ef fie e e= -¢ ¢¢�
�������������������������������������������������������������������,
�.�

����B!������,
�. �
'
ef fe ��� ' '

effe ���"������"��������������� ���"+�'�"�#��$��������'� �)��������"���'�"����&��+�
' '
ef fe �������'�����������$"�B!���+��9���$"�B!���+���'����� ���$�"���$$�"����&��!���$"������#��$�����'�"������

��)�!"���#�'"�#���������;� !"���
���
-��� ���� �%#�"&�� $"��� ;� !"�� �
�� ����� $�"� ����� &��!� �� $"������� F �� ���� "���� '�"�� �$� ���� �$$����&��

�������"���'�"�����&��+� '
e ffe �����"��#�#�0����$"�B!���+��$"��������''"�)������&� �!��
�4���������''"�)������

&��!�� 
���� 9��� ��� ���"+� ���'������ �$� ���� �$$����&� � ���'��)� �������"��� '�"�����&��+�� ' '
ef fe ���"��#�#� 0����

$"�B!���+�$�"���������#�����&��!���$"������� F ��$"���������" ��&��!�#�����''"�)������+�*�"��,;� ! "���
%.��

9��� ��" ��&��!�#� �$� ' '
ef fe � ��� ����%� ����� � �$� ���� ���#!"������$"�B!���+�"�� ��� �"�� ��� ����������� �$� �� ��

����!��������##�#��$�����#��'���,#���;� !"���
%.��� ��#�$����%��� ��������"������0����������6Y�����+#�# �,#���
;� !"�� �
%..�� 0����� ��������#� �� �� �� �������� ,���� � ������ $"������� ��"�� ����� 
4H.� �$� ��"%��� ��� ����
��&�#�� �����#��'����
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%.�

;� !"���
��9���$"�B!���+���'���������$�����"���� '
ef fe ��������� ���"+� ' '

ef fe ���'�����#��$��������'��)��������"���

'�"����&���+ eff

~

e ������$$�"����&��!����$"������� F ��$�����'�"�����#��

6�#��� �&�"� ���� ����"�� $"�B!���+� "�� ��� %���� '
e ffe � ���� ' '

ef fe �� ���"��#�� 0���� &��!��� $"������� F �� $�"� ��
���#����� $"�B!���+�� � ;�"� ���� �$$����&�� �������"��� � ��#����� �$� ���� ���'�#���� #+#���#�� ���"�� ��&�� %����
��&���'��� ���+��''"�����#���&��&�� � ����"���������� ��)'�"��������#�!���#��9���&��!���$"��������&�"� ��
������@
3A��#���#��'�����������#������� ������$$��� �&���������"������#�������$�����)�!"�����'�#����#+# ����
��������� ��0��'��#�#��

������������������������������������������� ( )1eff m pe e e= - F + F ���������������������������������������������������������������,
4.�

0��"�� F ��#�����&��!���$"��������$�����'�"�����#�$"�����)�! "����
;�"� ���� ��&�#�� ����� �#�� '�0��"� #��'��� ��#'�"#��� �� � ��"�� !#�� � ���� ���'��)� $�"��� ���� �������"���

���#����#�����B!������,3.������"���� pe¢������������ ���"+� pe¢¢�����'�����#��$����� '�"����� ��0�"�����'!����

0�����B!������,
	.��9�����#'�"#��������!��%��� ���� ���"��0����&��!#�������B!������,3.�����$����0�� �&� �!�#�

$�"��������'�����#��$����'��)��������"���'�"�����&� �+�� ( ) 1m aire¢ = ����� ( ) 0m aire¢¢ = ��/���%������

,
1'

'

F

F+-
= eff

p

e
e

���
,

"
"

F
= eff

p

e
e

��������������������
�����������������������������������,
3.�

9��� $"�B!���+� ��'�������� �$� ���� '
pe � ���� ''

pe � ���'�����#� �$� ���� �$$����&�� ���'��)� �������"���

'�"�����&��+� �$� ���� �#�� '�"�����#�� ���'!���� 0���� �B !�����#� ,
	.�� $�"� ��$$�"���� &��!��� $"������#� F �� �"��
'"�#���������;� !"������
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;� !"������9���$"�B!���+���'���������$�����"����, pe¢.�������� ���"+�, pe ¢¢.����'�����#��$��������'��)��������"���

'�"����&��+�$�"��#��'�"�����#���#'�"#��������"����� ��$$�"����&��!����$"������#� F ���

-��� ���� �%#�"&��$"��� ;� !"�� ���� �����$�"� �����&��!� ��$"������� F �� ���� "���� '�"�� �$� ���� �#�� '�"������
�������"��� '�"�����&��+� pe¢�� ���"��#�#� 0���� $"�B!���+�� $"��� ���� �''"�)������ &� �!�� �� ��� ���� �''"�)������



&��!�� ��� 9��� ��� ���"+� ���'������ �$� ���� �������"��� '�"�����&��+� �#�� '�"������ pe¢¢�� ��#� �''"�)������+� ����

#���� &��!�� $�"� ���� &��!��� $"������#� F �� ���� ���"��#�#� 0���� $"�B!���+�� $"��� ���� ��" �� &��! �#� ���
�''"�)������*�"��,;� !"����%.��9�����" ��&��!�#��$� pe¢¢�$"�������%� ����� ��$��������#!"������$"�B!���+�

"�� ��� �"�� ��� ����������� �$� ���� �� �� ����!������ ��# #�#� ��� #��'��� ,#��� ;� !"�� ��%.�� ���#� $���� %��� � ���
����"������ 0���� ���� $"�B!���+� ��'�������� �$� ���� ���  ���"+� ���'������ effe¢¢�� �$� ���� �$$����&�� �������"���

'�"�����&��+�,#���;� !"����%.��

=+� ���"��!��� � ��� �B!�����#� ,�.� ���� ,
.� ���� ����!�� ���� &��!�#� $�"� '
pe � ���� ''

pe � ,;� !"�� ��.�� ����

���#���"�� ������������#'�"#��������!���#�������"�, 0���� 1aire ¢= ����� 0aire ¢¢= .��0����������"���������"����

'�"��� Re ( )K w� �� �
� � ���� ��� ���"+� '�"��� Im ( )K w� �� �

� � �$����� ���!#�!#���##����� ���'��)�$����"��9���$"�B! ���+�

��'���������$����� Re ( )K w� �� �
� ����� Im ( )K w� �� �
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%+����� ��%+��"��������� 2 1c MWfp t = �� �9���&��!�� �%�������$�"� ���� "���)������ ����� �#� 0.1414MW mst = � ����
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